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It is proposed a differential evolution algorithm adapted for searching 
approximate solutions of inconsistent overdetermined systems of transcen-
dental equations with using different norms of residual errors. 
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ПІДХІД ДО ВИБОРУ ОПОРНИХ ПЕРЕРІЗІВ  
В ІНТЕРПОЛЯЦІЙНОМУ МЕТОДІ РЕДУКЦІЇ МОДЕЛЕЙ  
ОБ’ЄКТІВ ІЗ РОЗПОДІЛЕНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 
Аналізується та оцінюється точність методу опорних перері-
зів та пропонується методика вибору опорних точок. Шляхом 
обчислювальних експериментів досліджується вплив кількості 
опорних точок методу опорних перерізів на абсолютне інтегра-
льне відхилення розв’язків. Сформульовано рекомендації щодо 
ефективного використання методу опорних перерізів. 
Ключові слова: об’єкти із розподіленими параметрами, 
метод опорних перерізів, вибір вузлів інтерполяції, інтеграль-
не відхилення.  
Вступ. Диференціальні рівняння із частинними похідними в пере-
важній більшості є основою для існуючих методів і засобів, що вико-
ристовуються для розв’язування задач моделювання об’єктів з розпо-
діленими параметрами [1, 2]. Цей підхід дозволяє забезпечити високий 
рівень адекватності та ефективне застосування за відсутності специфі-
чних часових і ресурсних вимог. В задачах моделювання процесів опе-
ративної обробки інформації в технічних системах, зокрема обробки 
вимірювальних даних чи сигналів керування, присутні суттєві особли-
вості, такі як функціонування систем в реальному часі, наявність зво-
ротних зв’язків, необхідність розробки або вибору спеціалізованих 
обчислювальних алгоритмів для створення вбудованих програмних 
засобів тощо. При вирішенні оптимізаційних задач, коли потрібна ви-
сока швидкість отримання розв’язків, виникає необхідність у розробці 
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універсальних і, водночас, відносно простих методів числової реаліза-
ції моделей динаміки нестаціонарних теплових процесів. 
Основна частина. Для задач математичного і комп’ютерного 
моделювання динаміки об’єктів з розподіленими параметрами при 
наявності обмежених обчислювальних та часових ресурсів доцільне 
застосування методу опорних перерізів [3, 4] побудови спрощених 
математичних моделей динамічних об’єктів шляхом певних апрок-
симаційних та еквівалентних перетворень базової моделі. 
Суть методу полягає у наступному: 1) розв’язок задачі апроксиму-
ється інтерполяційним поліномом Лагранжа за опорними точками прос-
торової змінної; 2) значення розв’язку на краях інтервалу визначення 
просторової змінної обчислюється за допомогою граничних умов; 
3) значення розв’язку у внутрішніх опорних точках інтервалу обчислю-
ється за допомогою розв’язування системи звичайних диференціальних 
рівнянь; 4) маючи розв’язки в опорних перерізах, можна за допомогою 
побудованого інтерполяційного полінома обчислити наближений 





Рис. 1. Схематичне зображення об’єкта моделювання 
Без обмеження загальності застосування розглянемо метод стосов-
но широко розповсюджених ОРП теплотехнічного призначення, які опи-
суються рівняннями із частинними похідними параболічного типу. Не-
хай температура T(x, t) на краях необмеженої пластини (рис. 1) примусо-
во змінюється за законом  1 1( , )гр xF t T x t  , який задається функцією 
часу. Всередині пластини діє джерело тепла, потужність якого пропор-
ційна f(t). У початковий момент задано розподіл температури по товщині 
  0( , )ПУ tF x T x t  . Необхідно знайти розподіл температури в пластині. 
У цьому випадку спрощена модель теплоперенесення описується рів-
нянням із частинними похідними параболічного типу:  
      2 2( , ) ( , ) ( , ) ( ), 1 1T x t T x t T x ta x b x q x f t xt xx
         , (1) 
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де         1b x k x c x x      ,       1q x c x x     ,    a x k x   
    1c x x     — коефіцієнт температуропровідності, c(x) — питома 
теплоємність, ρ(x) — густина, k(x) — коефіцієнт теплопровідності, f(t) — 
внутрішнє джерело тепла, x — просторова координата, t — час. 
Розв’язок T(x, t) рівняння (1) представляємо як ряд  ,T x t   




V t Q x
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  , де  nQ x  — відомі функції, які мають похідні відпо-
відних порядків по x, а функції  nV t  — визначаються. Інтерполяційний 
поліном Лагранжа за трьома точками x0 = 0, x1 = 1/2, x2 = 1 має вигляд 









T x t L x t T x t
x x 
    , 4n  , 1 1x   , (2) 
тобто для розв’язку, що має властивість симетрії за просторовими 
змінними, маємо: 
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 (3) 
де   4 20 4 5 1Q x x x   ,   2 21 16 3 (1 )Q x x x   та   2 22 1 3 (4 1)Q x x x   — 
відомі функції, а    0 0,V t T t  та    1 1 2,V t T t  — невідомі функції, 
які потрібно визначити. Як функція      2 10, грV t T t F t   виступає 
гранична умова. 
Таким чином, розв’язки задачі у двох опорних перерізах T(0, t) 
та T(0.5, t) дозволяють за виразом (3) знаходити розв’язки у довіль-
них точках.  
Для цього апроксимуємо частинні похідні рівняння (1) за прос-
торовою змінною. Продиференціювавши (3) за змінною x, отримуємо 
вираз для частинної похідної першого порядку 
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Підставивши в (1) отримані вирази, маємо: 
       2 1 2, 48 10 0,T x t x w x w x T tt
       
      2 1 264 32 3 1 2,x w x w x T t       (6) 
         2 1 2 116 2 3 ,грx w x w x F t q x f t      
де      1 1 3w x a x xb x  ,      2w x a x xb x  . 
Вважаючи в (6) послідовно x = 0 та x = 1/2, отримаємо систему 
двох звичайних диференціальних рівнянь першого порядку для ви-
значення T(0,t) та T(1/2,t): 
             
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a b T t a b T t
dt
a b F t q f t
                       
 (7) 
де початкові значення FПУ (0) та FПУ (1/2) відомі. Розв’язання системи 
(7), згідно з виразом (3), дає можливість обчислення наближених зна-
чень функції T(x, t) в довільній точці x. 
Отже, на основі базової моделі (1) отримано спрощену модель у 
формі задачі Коші для системи звичайних диференціальних рівнянь (7). 
Розв’язок задачі в довільній точці обчислюється за допомогою виразу (3). 
Оцінимо похибку методу, взявши в якості ряду інтерполяційний 
поліном Лагранжа 









L x t T x t
x x 
   , 1 1x   . 
Для цього накладемо наступні умови на функцію  ,T x t : буде-
мо вважати, що вона має неперервні похідні за змінною x до порядку 








  існує. Тоді відхилення   функ-
ції  ,T x t  від  ,nL x t  можна оцінити нерівністю [5] 
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  , а       0 1 nx x x x x x x     .  
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Визначимо умови, за яких це відхилення буде мінімальним. 
Оскільки величина 1nM   залежить лише від властивостей шуканої 
функції, то змінюючи опорні точки ix , ми можемо змінювати вели-
чину  x , тим самим впливаючи на відхилення  . Взявши в якості 





   
0,i n , та беручи до уваги, що многочлен Чебишева має найменше 
відхилення від нуля, отримаємо  






T x t L x t
n
     . 
Тому будь-який інший вибір опорних точок може дати більше 
значення верхньої границі похибки методу. 
Для апробації методу вибору опорних перерізів було проведено 
ряд обчислювальних експериментів. Моделювався процес теплопрові-
дності для необмеженої однорідної ізотропної пластинки, що опису-
ється в безрозмірних змінних рівнянням із частинними похідними 
   2
2
, ,T x t T x t
t x
   , 1 1x   , 0 1t  ; граничні і початкові умови: 
  1, 1xT x t   ,   0, 0tT x t   . Розв’язок  ,ПT x t , отриманий методом 
опорних перерізів порівнювався із розв’язком  ,РT x t , отриманим 
методом скінченних різниць для кроків дискретизації просторової та 
часової змінної 0,005 і 10–5 відповідно. Для отриманих розв’язків зна-
ходилось інтегральне відхилення    1 1
0 1
, ,П РT x t T x t dxdt

   при різній 
кількості та способах вибору опорних точок ix , 0,i n , які обиралися 





   
рівномірний розподіл 21ix in    та точки максимуму многочлена 
Чебишева cosi ix n . Для моделювання використовувалось від 5 до 
15 опорних перерізів. Результати обчислювальних експериментів наве-
дені в таблиці. 
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Таблиця 
Абсолютне інтегральне відхилення розв’язків, отриманих  











5 9,1·10–03 7,1·10–03 1,27·10–02 
7 1,7·10–03 1,7·10–03 3,5·10–03 
9 6,34·10–04 6,03·10–04 1,6·10–03 
11 3,31·10–04 3,04·10–04 9,13·10–04 
13 1,49·10–04 1,98·10–04 5,79·10–04 
15 Порушення стійкості об-числювального процесу 1,36·10
–04 4,24·10–04 
Аналізуючи результати проведених обчислювальних експери-
ментів, можна помітити, що спеціальний вибір опорних точок (коре-
ні, або в деяких випадках точки максимуму многочлена Чебишева) у 
порівнянні із рівномірним розподілом по області визначення просто-
рової змінної, дозволяє підвищити адекватність математичної моделі. 
Наприклад, у випадку інтерполяції за 13 опорними точками інтегра-
льне відхилення розв’язків для випадку рівномірного розподілу опо-
рних точок становить 5,79·10–04, а у випадку вибору як опорні точки 
коренів многочлена Чебишева — 1,49·10–04. Схожа перевага спеціа-
льного вибору опорних точок зберігається і для інших випадків. 
Результати проведених обчислювальних експериментів показа-
ли, що із ростом кількості опорних точок інтегральне відхилення 
зменшується (рис. 2).  
 
Рис. 2. Абсолютне інтегральне відхилення розв’язків  
в залежності від різної кількості опорних точок 
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Висновки. Викладений аналіз — основа методу оцінки точності 
і методики вибору опорних перерізів. Завдяки вдалому вибору опор-
них точок можна підвищити точність числової реалізації або в деяких 
випадках знизити порядок інтерполяційного полінома при збереженні 
необхідної точності моделювання. 
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